Lycée La Martiniere Monplaisir

TDg — Déterminants

Soit z, a des réels. Parmi les familles de R? suivantes, indiquez lesquelles sont des bases :

Exercice 1

By = ((L 1, 1)7 (71’ 270)a (27 -7, *1))782 = ((71'7 1, 1)a (1’ -, 1)7 (17 1,

Exercice

Pour quels valeurs de x € C, la matrice A — xI3 ou :

est-elle inversible ?

A:

)
2
1

1

—1

4
-1

-2
3

Exercice 3

Soit a, b, ¢ € C. Calculer les déterminants suivants (on donnera le résultat sous forme factorisée) :

a b c a+b b+c cta a—b—c 2a 2a
b b ¢ ; |a®>+b VP+F A+d?| 2b b—a—c 2b
c c A+ B+E S+ad 2c 2c c—a—2>b
Exercice 4
Soit un entier n > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :
2 -1 0
-1 2 -1
An=10 -1
: .20 —1
0 0 -1
Pour n > 1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.
1. Démontrer que Dy 40 = 2Dy 11 — D,
2. Déterminer D,, en fonction de n.
Exercice 5
Soit a, b, ¢,z € C. Calculer les déterminants suivants :
a b b a 1+z 1 1
b a c 1 1+x
D1 - D2 = 0 D3 =
“.0b a 1
b b a 0 c 1 1+x
1 . 1 a 1 ... 1
1 1 a 1 1 0 0
Dy = Ds = 0
1 : : o0
a 1 0 0 1

—x)),Bs =((1,1,1),(1,2,3), (1,4, a)).

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir
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Exercice 6

Soit P € K,,_1[X]. Montrer que le déterminant suivant est nul pour tout = € K :

P(x) P(zx+1) Pz +2) P(zx+n)
P(x+1) Pz +2) Pz +3) Plx+n+1)
P(x+n) Plz+n+1) Plx+n+2) P(x +2n)
Exercice 7
. , L . My(K) —  My(K) s . .
Soit A € M5 (K). Montrer que l'application u : Y s AM est linéaire, et déterminer

sa matrice dans la base canonique. En déduire que detu = (det A)?.

Exercice 8

Résoudre les systemes suivants en discutant selon la valeur des parameétres (réels) :

{ax+y = -1 al;c i
r+ay = b ’ 2+
et
mr + y + z +
r + my + z +
r + y + mz +

y o+ oz
by + cz
by + 2z
t = 1
t = m
t = m+1

1
d
d2

Exercice 9

Soit m € R. Dans R?, on considére les trois plans d’équations respectives :

l1-m)z—2y+2=0 3z—(14+m)y—2z=0 3z—-2y—(1+m)z=0.

A quelle condition sur m ces trois plans ont-ils au moins une droite en commun ? Le cas échéant,

préciser leur intersection.

Exercice 10

Soit A € M,,(K) et B € M,(K).

A

1. On consideére la matrice définie par blocs ( 0
p,n

Montrer que det (( A f )) = det(A).
P

Op,n

2. Calculer la produit des matrices définies par blocs (

3. En déduire que det (( A g )> = det(A) det(B
0
0
6
8

Op,n

4. Application : Que vaut ?

SO W
S O =N
~N ot O O

f ), ou C € M,, ,(K).
p

).

Exercice 11
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1. Soit B € M,(R) telle que B? = —1I,,. Montrer que n est pair.

2. Soit C, D € M, (R) telles que : C? + D? = CD et CD — DC inversible et j = e
que

2im

3. Montrer

(C +jD)(C + j*D) = —j(CD — DC).

En conclure que n est un multiple de 3.

Exercice 12

Soit A € M, (R) telle que ¥(i,j) € {1,...,n}?, a; ; = £1. Montrer que 2"~ " divise det(A).

Exercice 13

1. Montrer que, pour M € M,,(C) on a det(M) = det(M)
2. Soit A, B € M, (R) deux matrices qui commutent. Montrer que det (A2 + Bz) > 0.

Exercice 14

Soit (A1, , An) n réels strictement positifs deux-a-deux distincts.
Pour k € [1,n] on pose fi : x +— cos(Arx) et g : x — sin(Agx)
1. Montrer que les familles (fy)refi,n] €t (9r)ref1,n] sont libres.
2. La famille (f1, g1, f2,92, - , fn, gn) est-elle libre ?
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Exercices issus d’oraux

Exercice 15
(Oral 2011, 2018, 2019)

- 1)(2n + 1
1. Montrer que Zk2: n(n + )6( n+1)

k=1
1 0 oo 0 n—1
0 1 . n=2
2. Calculer D,, = S
0 0 1 1
n—1 n—2 --- 1 1

Exercice 16
(Oral 2012, 2013, 2017)

THA y+A -y A

Calculer le déterminant Z+A
: K y+A
zZ+ A z+A T+ A

Exercice 17
(Oml 2013, 2017)

11 0 0
01 1

Soit M= 1|1 o . .
0 & .1
10 -~ 0 1

1. Calculer det(M) en fonction de la parité de n
2. Déterminer le rang de M, une base de son noyau et de son image.

Exercice 18
(Oral 2018)

On consideére trois matrices A, B et C de M,,(C). On suppose que AB — BA=C et CB = BC
1. Montrer que pour tout entier naturel p, ABP*! = BP(BA + (p + 1)C)

2. Montrer que, si det(B) et det(C) sont non-nuls alors, pour tout entier naturel p, det(A) det(B) =

det(C)det(BAC™! + (p + 1)1,,)
3. En déduire que B ou C' n’est pas inversible.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1
Notons C la base canonique de R*, on a alors
-1 2

1
det(B))=[1 2 —7/=0
¢ 1 0 -1

Ainsi B; n’est pas une base de R®. On peut d’ailleurs remarquer que (1,1,1) + 3(—1,2,0) +
(2,-7,—1) = (0,0,0).

—x 1 1
det(BQ): 1 —T 1
¢ 1 1 -z
1 1 —=z
=—11 —T 1 L1<—)L3
—x 1 1
1 1 —x
= — 0 —x—1 1+=x LQ%LQ*Ll, L3<¥L37L1
—x—1 0 1+
1 1 —=z
=—(z+12%0 -1 1
-1 0 1
1 1 —x
=—(z+1)3%0 -1 1 |Ls3+ Ly+Li+Ly
0 0 2—x

=(z+1)32—x)

Ainsi B; est une base de R® si et seulement si ¢ {—1,2}.

SIS
Il
S|
|
ot

dgt(Bg) =

—_ =

1
2
3
Ainsi B; est une base de R® si et seulement si a # 5.

Corrigé de I’exercice 2
On a det(A — xl3) = —2® + 1227 — 442 + 48 = —(x — 6)(z — 4)(x — 2)

Ainsi A — 13 est inversible si et seulement x ¢ {2,4,6}.

Corrigé de I’exercice 3

a—2b 0 0

a b c
b b c¢l=|b—c b—c O L+ L1 — Loy Lg(—LQ—Lg
c ¢C ¢ C C C

=(a—b)(b—c)c
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a+b b+c c+a a b+c c+a b b+c c+a
a2+ P+ A+d?=a® P4+ A+dP|+ [ VP +E P +d® Linéarité par rapport o la premiére colonne
a4+ B+ S+4d° a@ P+ S+dd ¥or+d A+dd
a b c+a a c c+a
=la? V¥ A+d%|+1a® & P+d?
a v A+dd a & F+44dd
b b c+a b ¢ c+a
+1? b E+d®|+ [ A F+d? Linéarité par rapport da la seconde colonne
B v S+ad ¥ ol A+dd
a b c+a b ¢ c+a
=la® b A4+d*|+04+0+[1® & P +ad?
a ¥ A+dd B ol A+ad
a b ¢ a b a
=la® vV A +|a® V¥
a b Al a® bl
b ¢ ¢ b ¢ a
+ 1?2 2 A+ P d® Linéarité par rapport da la troisiéme colonne
o3 A » o3l
a b ¢ b ¢ c+a
=la® b Al+0+0+ b a?
a v Al 3 ad
a b ¢
=2a® b A2
a v A3
1 1 1
=2abcla b c
a®> b A

On reconnait un déterminant de Vandermonde, ainsi

a+b b+c c+a
a>+ v V4 4 a?| = 2abe(c — a)(c—b)(b—a)
ad+vd B+E S+dd
a—b—c 2a 2a a+b+c a+b+c a+b+c
2b b—a—c 2b = 2b b—a—c 2b Ly« Li+ Lo+ L3
2¢ 2¢ c—a—2>b 2c 2c c—a—2>
1 1 1
=(a+b+c)|2b b—a—c 2b
2¢ 2¢ c—a—>b
1 1 1
:(a+b+c)0 -b—a-—c 0 L2<—L2—2bL1, Lg(—Lg—QCLl
0 0 —c—a—>b
=(a+b+c)?

Corrigé de l’exercice 4

1. En développant suivant la premieére ligne on obtient

-1 -1
0 2 —

Dn+2 = 2Dn+1 + -1 2

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniere Monplaisir PT

Puis, en développant le second déterminant obtenu selon la premiére colonne, on obtient

Dn+2 = 2l)n-i-l = D,.

2. (Dyp)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r2—2r4+1=0.

Cette équation a pour unique solution 1.

Ainsi il existe (), i) € R? tel que, pour tout n € N*, D,, = (An + ) x 1"

Or Dy =2et Dy =3, ainsi A = u =1 et donc

VneN*, D,=n+1

Corrigé de ’exercice 5

a b b
b a
Dy = .
b
b b a
a+(n—10>b a+(n—1)b a+(n—1)
b a
. b
b .. b a
1 1 1
b a
=(a+(n—1)b) .
. b
b b a
1 1 1 1
0 a—b 0 0
= (a+ (-1, | :
0 . . 0 a—2»

— (a+ (n— ) (a—b)""

Ll(—L1+L2—|—Ln

LQFLQ—I)L]_,“-Ln(—Ln—bLl

Notons Dy = D3 ,En développant suivant la premiére ligne on obtient

b b
0 a c
Dsyio=aD3 1 —c b a
(0) b

Puis, en développant le second déterminant obtenu selon la premiere colonne, on obtient

Dy yio=aD3py1 — cbDy .

(Dy)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r* —ar ++be = 0.

En fonction de (a, b, c) on peut ensuite déterminer une expression explicite de D,,.

D3 est un cas particulier de Dy pour a = 1 + 2 et b = 1, ainsi D3 = (x 4 n)z" !
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Supposons n pair, n = 2p alors

11 .. 1 a
1 . 1 a 1
Dy,=| .
1 .
a 1 1
1 . .1
1 a
=(=1)? . C1 < CpCy>Cpq,-,Cp o Cp+1
1 . .. 1 a
— (~1)P(a+n—1)(a—1)""
Si maintenant n est impair, n = 2p + 1 alors
11 .1 a
1 .1 a1
Dy=1| .
1 .
a 1 1
a 1 1
1 a
:<_1)p .. Cl<—>Cn,Cze>Cn,1,-~-,Cp<—>Cp—|—1
1 .. . 1 a
=(-)P(a+n—1)(a—1)"""
Finalement Dy = (—1)l3/(a — 1)" Ya+n—1)
1 1 o oo 1
11 0
D5 = 0
1 o0
1 0 1
S 1
0 1 0 0
= 0 Cl(—Cl—CQ—Cg—'“—Cn
o 0
0 0 0 1
=(2-n)1n?
=2-n
Corrigé de I’exercice 6
On note D(z) ce déterminant.
Qo(z) Q1(z) Q2(z) Qn ()
Qo(z+1) Qi(z+1) Qa(zr+1) Qn(z+1)
Posons Qi (X) = P(X+k), onaalors D(x) = . ) ) ) .
Qo(z +n) Qi(z+n) Qzr+n) Qn(z +n)

D’autre part, les polynémes @ ont tous le méme degré que P donc (Qo, @1, - - .

,Qn) est une

famille de n+ 1 polynémes de K,,_1[X]. Or K,,_1[X] est de dimension n donc cette famille est liée.

Donc I'un des Q. est combinaison linéaire des autres :

Ik €{0,...,n}, INEK, Qp=> \Q

i£k
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Autrement dit, la colonne k s’écrit comme combinaison linéaire des autres colonnes. donc
D(z) =0.

Corrigé de l’exercice 7

d
La base canonique de #5(K) est (E1,1, E2.1,FE12, E22) ol

1 0 0 0 0 1 0 0
E1,1=(0 0),E2,1=(1 0),E1,2=(0 0),E2,2=<0 1)

Par le calcul on a AE; = <Z 8), AEy = (2 8>a AE o = (8 Z)a AEp 5 = (8 Z)

Notons A = <(Cl b).

Ainsi
a b 0 0
c d 0 0
Matp(w) =10 o o o
0 0 ¢ d
On a alors
d 0 0 b 0 0
det(u) = det(Matp(u)) =al0 a bl —c|0 a b|=addet(A)—bedet(A) = det(A)?
0 ¢ d 0 c d

Corrigé de ’exercice 8

— Le systéme est carré et son déterminant vaut a® — 1, il est donc de Cramer si et seulement si
a+b ab+1

a?2—-1"a2-1

a € R\{—1,1}. Dans ce cas il admet une unique solution, (— ) que I'on obtient

par pivot de Gauss.

=-1
Si a = 1, le systéeme est Tty . Il n’a pas de solution si b # —1, et, si b = —1,
r+y =b
lensemble des solutions est {(—1 —y,y) , y € R} = (—=1,0) + Vect((—1,1)).
—y =1
Si a = —1, le systeme le systeme devient Y . Il n’a pas de solution si b # 1, et si
rT—y =

b = 1 'ensemble des solutions est {(1+y,y) , y € R} = (1,0) 4+ Vect((1,1)).
— Le systeéme est carré, son déterminant est un déterminant de Vandermonde, il vaut (¢—a)(c—

b)(b— a).
% Si a, b, ¢ sont deux a deux distincts, le systeme est de Cramer, par pivot de Gauss 'unique
. . (c—d)(b—d) (c—d)(d—a) (d—a)(d—b)
solution est donnée par z = LY = , 2= .
(c—a)(b—a) (c=b)(b—a) (c—a)(c—b)

* Si a = b = ¢, le systéme n’a pas de solution dés que d # a, et, si d = a = b = ¢, alors
§= {(1 —y—z,y,z) ) (y,Z) € RQ}

x Sia = bet ¢ # a, on trouve par la méthode du pivot de Gauass que le systéme est équivalent
a

r+y+z =1 r+y+z =1
(c—a)z =d—a <=((c—a)z =d-—a
(?—a®)z =d*—a? 0 =d*—a*—(d—a)(c+a)=(d—a)(d—rc)

Ainsi, si d # a et d # ¢, le systéme n’a pas de solution. Si d = a, on trouve, comme ¢ # a,
§= {(]‘ 7y7y70) , Y € ]R}a eta sid= ¢, on trouve § = {(7y7y71) , Y € R}

x Les autres cas sont similaires au précédent en permutant les roles de a, b, c.

9 Bastien Marmeth
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— Le systéme, noté (S), n’est pas carré. On applique la méthode du pivot :

r+y+mz+t = m+1
(S) & r+my+z+t = m Ly < Ls
mr+y+z+t = 1
r+y+mz+t =m-+1
=4 (m—l)y—l—(l—m)z =-1 Lo+ Lo — 1,4
A=—m)y+ 1 -—mHz+(1-—m)t =1-m?>—m
L3+ L3 —mlLy
r+y+mz+t =m+1
= (mfl)er(lfm)z =-1 L3+ L3+ Lo
1-m)(2+m)z+(1—-—m)t =-m(m+1)

On peut déja constater que si m = 1, le systéme n’a pas de solution. Si m # 1 on trouve
-m m(m +1
mim+1) (m—|—2)z) , Z GR}.

5:{<m_1 1

Le systéme (S) formé par les trois équations est homogene, I’ensemble des solutions est un sous-
espace vectoriel de R?, il vaut {(0,0,0)} si le systéme est de Cramer, et sinon c¢’est un sous-espace
vectoriel plus grand qui contient au moins une droite. Donc les trois plans ont au moins une droite
en commun si et seulement si (S) n’est pas de Cramer i.e. si et seulement si le déterminant suivant
est nul.

+Z’m—1

+z,z

) ’

Corrigé de I’exercice 9

1-m -2 1 1-m -2 1
3 —(1+4m) -2 |=| 3 —(1+m) -2 Ly Ly — Ly
3 -2 —(1+m) 0 —14+m 1—-m
1-m -2 1
0 -1 1
1-m -1 1
=(1-m)| 3  B-m -2 Oy CytCo
0 0 1

= (1 —m)(m?+m) = (1 —m)m(m +2)

Ainsi les trois plans ont une droite commune si et seulement si m € {0, 1, —2}.
— Sim =0, on trouve en résolvant (S) que l'intersection est la droite Vect((1,1,1)).
— Sim =1, on trouve en résolvant (S) que I'intersection est la droite Vect((2,1,2)).

— Sim = —2, on trouve en résolvant (S) que l'intersection est la droite Vect((1, 3, 3)).

Corrigé de I’exercice 10

1. On va procéder par récurrence sur p € N.

Initialisation :

Pour p = 0 le résultat a prouver est det(A) = det(A) ce qui est clairement vrai.

Hérédité :

Soit p € N* on suppose le résultat vrai au rang p — 1.

Par développement par rapport a la derniere ligne on a

A | C
EnE

A

0107”

CI
T,

(1)

OP;"

ot C’ est la matrice obtenue en retirant la derniére colonne de C.

10
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A c’
Op,n Ip—l
prouve la propriété au rang p et achéve la récurrence.

C

= det(A), ainsi A
Opn | 1p

Par hypothese de récurrence

2. Il s’agit d’'une simple produit par blocs, comme les tailles sont compatibles on a
I, |0 ACYN [ LA40,,0,0 | [,C+0,,0,\ [ A |C
Opn | B Opn | Ip )\ OpnA+ B0y | 0,xC+BI, ) \ 0, | B

3. Par multiplicativité du déterminant on a

() - () ()

Or det <( OA ¢ )) = det(A) et, de maniére similaire, det (( In )) = det(B).

p,n IP Op,n

ov] R=)

Finalement on a bien det (( OA g )) = det(A) det(B)
p,n

4. D’apres le résultat précédent on a

25 6
3 4|7 8

‘(46)(4042)4

O O W
O O =N
N Ot O O
o O O O

= det(A), ce qui

Corrigé de I’exercice 11

1. On a det(B?) = det(B)? et det(—1I,) = (—1)". Ainsi (—1)" = det(B)? > 0. n est donc pair.
2. On sait que j° = —let 14+j4+52=0
(C +7D)(C + §°D) = C* + jDC + j°CD + j3D?
=C?+ D?*++jDC + j°CD
= (1+34%)CD +jDC

— _jCD + jDC
— _§(CD — DC)
En passant au déterminant on obtient (—j)™ det(CD — DC) = det(C 4+ jD) det(C + D),
det D) det 2D
d’ot, comme CD — DC est inversible, (—j)" = ¢ (Cd:t](Ci) i (DCC—')_] )

Or j = j2, ainsi, comme C' et D sont a coefficients réels on a C' + jD = C+3%D, d’ou d’apres
Pexercice 13, det(C + jD) = det(C + j2D).
On a alors

_det(C +jD)det(C 4 j?D)  |det(C + jD)|?

(=7) det(CD — DO) = qetcD D0y <&

a N
est congru a 0 modulo 7

Or (—j)" = exp (—z;wr) donc (—j)" € R si et seulement si —

donc si et seulement n est un multiple de 3.

Corrigé de I’exercice 12
On effectue les opérations Ly < Loy + Ly, L, + L, + L dans le calcul de det(A)

Pour ¢ € [2,n], les coefficients de la (nouvelle) ligne ¢ sont de la forme a; ; + a1,; € {—2,0,2}.
En particulier ils sont tous multiples de 2.

On factorise alors 2 dans chaque ligne & partir de la deuxiéme, on obtient det(A) = 2"~ ! det(B)
ou B est la matrice obtenue par les opérations sus-mentionnées. En particulier B est a coefficients
entiers.

11
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On peut montrer par récurrence via des développements successifs par rapport a des lignes que,
si M est & coefficients entiers alors det(M) € Z. Ainsi det(B) € Z et donc det(A) est bien un
multiple de 2771

Corrigé de I’exercice 13

1. On va procéder par récurrence sur n € N*.
Initialisation
Le résultat est évident pour n = 1.
Hérédité
Soit n € N, on suppose que, si M € M,,(C) alors det(M) = det(M).

Soit A € M,,4+1(C), on note a; ; le coefficient d’indice (7,5) de A et A; ; le mineur d’indice
(,7) de A. A est alors la matrice de coefficients (@i ;) (i jye[1,nt1]2 €t, pour (4,5) € [1,n+1]°
son mineur d’indice (i, j) est A; ;.

n+1

Par développement par rapport a la premiére colonne on a det(A) = Z(—l)”lai’ 1det(4;1).
i=1
D’ou
n+1 n+1
det(A) = Z(—l)”lai’l det(Ai’l) = Z(—l)ﬂ_l(mdet(AiJ)
i=1 i=1

Or, par hypothése de de récurrence, puisque A;1 € M, (C) on a det(A; 1) = det(A4;1).

Ainsi
n+1
det(A) =Y "(—1)" a1 det(4; ;)

i=1

En procédant également & un développement par rapport & la premiére colonne on a det(A) =
n+1

D (=1 det(Aq ).

i=1

Finalement on a bien det(A) = det(A).
2. Comme A et B commutent on a A% + B% = (A4 iB)(A — iB) ainsi

det(A? 4+ B?) = det(A 4 iB) det(A — iB) = det(A + iB)det(A — iB) = |det(A +iB)]* > 0

Corrigé de l’exercice 14

1. Soit (a1, , ) € R™ tel que Zakfk = 0r®rR)-
k=1

En évaluant en 0 on a alors Z ap = 0.

k=1
On dérive deux fois la relation Z ak fr. = 0F®r r), on a alors — Z ozk)\ifk = 0F®rR)-
k=1 k=1

n

De nouveau en évaluant en 0 on obtient E Al = 0.
k=1

n n
Pour p € N, en dérivant 2p fois la relation Z a fr = 0£(r r), on obtient (—1)? Z ak)\ipfk =
k=1 k=1

n
07(r,r)- D’0ll, en évaluant en 0 Z ak)\ip =0.
k=1

12 Bastien Marmeth
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oo+ oy =0
Moy + MNag + -+ Xa, =0
Le n-uplet (a1, ,ap) € R™ est alors solution du systéme .
M 20 + A" Pag -+ A2, =0
1 1 e 1
A2 A2 e A2
La matrice associée a ce systéme est ) . " , son déterminant
2vn—1 2vn—1 2\n—1
D" ()" ()"
est le déterminant de Vandermonde V(A2 --- | \2).

Comme les (\;)ic[1,n] sont strictement positifs et deux-a-deux disjoints alors les ()‘zz)ie[[l,n]]
sont deux-a-deux disjoints. Ainsi V/(A},---,A2) # 0.

La systéme obtenu est donc de Cramer, il admet une unique solution qui est ici (0,--- ,0).

On a donc oy = ag = -+ = ap, = 0. La famille (fy)re[1,n] est donc libre.

Soit maintenant (81,--,0,) € R" tel que Zﬂkgk = 0F(®,R)-
k=1

En dérivant on obtient Z BiAkfr = 0F®R)-

k=1
Par liberté de la famille (fx)re1,,) on en déduit que, pour tout k € [1,n], Apfr = 0, comme
Ar > 0 on a donc B, = 0.

Finalement la famille (gx)ref1,n] est libre.

2. La famille (fx)re[1,n) est une famille libre du sous espace vectoriel des fonctions paires de R
dans R et la famille (gx)ref1,n] est une famille libre du sous espace vectoriel des fonctions
impaires de R dans R.

On sait que le sous espace vectoriel des fonctions paires et le sous espace vectoriel des fonc-
tions impaires sont supplémentaires dans F(R,R). Ainsi la réunion d’une famille libre du
sous espace vectoriel des fonctions paires et d’une famille libre du sous espace vectoriel des
fonctions impaires est encore une famille libre de F(R,R).

Finalement la famille (f1, g1, f2, 92, - , fn,gn) est libre.

Corrigé de ’exercice 15

1. On procede par récurrence sur n.
Initialisation

Pour n =1, on a

Ix(1+1)x(2x1+1
Zk2:1 ot (+)6( +):1
k=1
L’égalité recherchée est donc vérifié au rang n = 1.
Hérédité

Soit n € N*. Supposons notre égalité vérifiée au rang n. On a ainsi

o nn+1)2n+1)
"= 6

ol
”M:
N
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Alors
n+1 n
S YR
k=1 k=0

n(n + 1)(2n +1)

=(n+1)>2

=(n+1)

2 1
n+l+ n+ )>

<2n +7n+6>
=(n+1)

(2n + 3)( n+2)>
=(n+1)

(n+1)(n+2)2n+3)
6

Ce qui prouve I’égalité au rang n + 1.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier n € N*,

5, nn+1)(2n+1)
=T

2. Soit n €= 2.

Par développement par rapport a la premiere ligne on a

0 1 0 n—2
Dn:Dn—1+(71)n+1(n71) 0 B
0 0 1
n—1 n—2 --- 1

Puis en développant le second déterminant par rapport a la premiere colonne

Dy =Dy1+ (=1)"M(n = 1)(=1)"(n — 1) det(I,—2) = Dp—1 — (n — 1)
On en déduit par une récurrence aisée que
vn > 2, =D, - Z K2

Or Dy =1, Ainsi

Dn(2n—1)  (2—n)(2n*+n+3)

Vn =2, Dn=1—2k2:1—(n - - :

Corrigé de ’exercice 16

Si y = z on retrouve le premier déterminant de l'exercice 5., ainsi

r+A y+A o y+ A
\ .
vt = (z+ (n— Dy +n\)(z —y)" !
: . y+A
y+A o y+A 4+ A
x+A y+A - y+A
Supposons maintenant y # z. Soit f: A — 2+ A
: - y+A
ZHA -z T4

14
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En effectuant les opérations Ly < Ly — Ly, , L, < L, — Ly on obtient
x+>\ y_l' P - y_l'
Z+N Tz—2 y—z - y—=z
f = ¢ 0
: : y—z
zZ+ A 0 0 x—2z

Un développement par rapport a la premiere colonne nous permet alors de montrer que f est

une fonction affine.

1l existe ainsi (a,b) € R? tel que

VAER,  f(A)=ar+b

a:‘ —_— y O ... 0
Orf(i)iz_y : o) et f—t) = (o "
w=""" " — (@ —y)" et f(~2) = (& —2)".
: : : 0
z-y - z-y Ty
= +b _ o n . _ n __ _ n _ n __ _ \n
Onaainsi{ 7 (z —y)  dota = (z—y) (z—2) ot b= zl —y)" —ylz —2) _
—az+b=(x—2)" z—y z2—q
Finalement
z—yY)"—(xr—2)" )V A+ z(x —y)" —ylz —2)"
weRr, foy= @zptm@o)IA @y —y@ - 2)
=Y
Corrigé de ’exercice 17
— Bases
1. Notons D,, = det(M). .
Le singleton
Soit n € N*, par développement par rapport a la premiére colonne on a {Or, ()} n'a pas
1 0 0 de base et n’im-
1 1 o porte quelle base de
: : 11 2  sin est impair M1 (R) fonetion-
D, = 0o . -0 + (_1)"“’1 _ _ =17+ (_1)”"‘11" — ) p nera pour I'image.
Do o - 0 0 sin est pair En pratique ce n’est
i . ' o pas ce cas qui inté-
0 - 01 ) ’ -1 resse I’examinateur
. . . . mais le cas ou M
2. Si n est impair alors M est de rang n, son noyau est {Oanl(R)} et son image est M, 1(R). 4 nest pas inversible.

Si n est pair alors M n’est pas inversible, donc RangM < n.

Notons Cy, -+ ,Cy, les colonnes de M. On sait que RangM = Rang(C1, -+ ,C,) <n — L.

1 0 - 0
1 1 :
Or Rang(Cy,---,Cy) =Rang [ [ -, . ¢ =n-—1.
|
0 -~ 0 1

Ainsi Rang(Cy, -+ ,Cp) = Rang(Cy, -+ ,Cp) =2 n — 1.
On a donc Rang(M) =n — 1. De plus (cg,---,C),) est une base de Im(M).

Le théoréme du rang nous assure que dim(Ker(M)) = 1, pour trouver une base de Ker(M)

il nous suffit alors de trouver un vecteur non-nul de Ker(M).

Soit X = (1 -1 1 -1 -+ 1 —1). On a alors MX = 0,4, ,(r)-, d'ott X € Ker(M).
X est une vecteur non-nul, il forme donc une famille libre de cardinal 1 de Ker(M) qui est
un sous-espace vectoriel de dimension 1. Ainsi X = (1 -1 1 -1 --- 1 —1) est une

base Ker(M).
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Corrigé de ’exercice 18

1. On procede par récurrence sur p € N.

Initialisation :

Pour p = 0 ona ABP*™ = AB et BP(BA+(p+1)C) = I,(BA+C) = BA+ AB—BA = AB.
La propriété est donc vraie pour p = 0.

Hérédité :

Soit p € N, on suppose que ABPT! = BP(BA + (p + 1)C). Alors

ABPT? = ABPTIB
=BP(BA+ (p+1)C)B
= BP(BAB+ (p+1)CB)
= BP(BAB + (p+1)BC)
=BT (AB+ (p+1)0)
=BP"Y(AB+ BA—-AB+ (p+1)C)
=B (BA+C+(p+1)0)
= B" ! (BA+ (p+2)C)

Ce qui prouve la propriété au rang p + 1 et acheve la récurrence.
. Supposons que det(B) et det(C) sont non-nuls

Pour p € N on a, d’apres la question précédente,
det(A) det(B)PT! = det(B)? det(BA + (p +1)C)
D’ou
det(B)?(det(A) det(B) — det(BA+ (p+1)C)) =0
Or det(B) # 0, donc det(A) det(B) = det(BA + (p+1)C)

Comme det(C) # 0, C est inversible et donc det(BA + (p + 1)C) = det(C) det(BAC™! +
(p+1)1n).

On a donc bien

VpeN,  det(A)det(B) = det(C)det(BAC™ + (p+1)I,,)

. Soit P:x— det(BAC'_l + z1p,). Polynéme caractéristique
On peut montrer par développements successifs par rapport aux colonnes et/ou aux lignes On verra un peu
que P est une fonction polynomiale de degré n. plus tard que P est
D’apres la question précédente on a, si det(B) # 0 et det(C) # 0. l? p_OIy nome Carac’tf]
ristique de —BAC
det(A) det(B)
Vk € N*, Pk)=—"—rn0—
(k) det(C)

det(A) det(B)
det(C)
donc la fonction nulle. Ainsi P est une fonction polynomiale constant.

est donc une fonction polynomiale admettant une infinité de racines, c’est

Or P est une fonction polynomiale de degré n. On aboutit ainsi & une contradiction.
Ainsi det(B) = 0 ou det(C) = 0.
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